CORRECTION DU DEVOIR MAISON N°9

Equations différentielles

et fonction exponentielle Pour le 13 avril 2023

1) Soit ¢ un réel positif, et soit la fonction g = In( f ) Comme f est dérivable et strictement

positive sur [O ;+oo[, alors ¢’ = fT Dou:

e 1(1)=—55 H(0[3-m(1(1))]

Par conséquent, une fonction f, dérivable, strictement positive sur [O ;+oo[, vérifie,

pour tout t de [0 ;oo , f’(t)=—%f(t)[3—ln( f(2))]si, et seulement si, la

fonction g=In(f) vérifie, pour tout t de [0 ;+oof, g’(t):%g(t)—%.
2) L’équation différentielle (H) est de la forme z’'=az + b avec a =% et b= —% :
3
b o0 3 . ye . i o
Alors —— = -1 = 20 x20=3. Donc les solutions de I’équation différentielle (H) sont
a
20

1
. st . —t ~ 7
les fonctions définies sur [O ;+oo[ par t+> ke +3 ol k est une constante réelle.

3) D’aprés la question 1), la fonction g est une solution de (H) ; alors, d’apres la question
t

précédente, on en déduit que g (t) = ke?® + 3, avec k une constante réelle. Or g = In(f),

t

alors il existe un réel k tel que pour tout £ de [0 ;+w[ : f(#)=e>**

4) Leffectif initial est égal & 1 000 ; par suite, f(0)=1.
0
D'ou ¢*#?° =1, c’est-a-dire ¢** =1. Donc 3+k =In(1)=0, c'est-a-dire k=-3.
t

Par conséquent, pour tout ¢ de [O ;+oo[, f(t)=e3-3e% ]

, i : _— . . .
5) a) lim (—j =+ et Xllm ¢X =40, donc lim ¢2 =+ (limite d’'une fonction composée).

t>+0\ 20 —>+p0 1>+

>+

t
On en déduit que lim (3 —3620) =—oo (par produit et somme de limites).

t

3-3.20

Or Xlim ¢’ =0. Par conséquent, lim e =0 (limite d’'une fonction composée), c’est-a-dire
t—>+o0

—>—0

lim f(£)=0.

t—>+c0
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b) D’aprés le 1), f’(r):—z—lof(x)[3—|n(f(r))].Or In(f(r))=n 2 |3 30

Dou : f’(t):_igfﬂ*ezo 3_343020 |__ 3¢ ;3320
20 20

t t

Comme €2 et ¢*** sont strictement positifs pour tout ¢ de [0 ; + o[ , alors f'(t)<0 pour

tout réel ¢ positif.
Par conséquent, la fonction f est strictement décroissante sur [O ;+oo[.

t

c) f(1)<0,02<0,02 < ¢** <0,02
t
& 3-3e0 <« In(O, 02) car la fonction In est strictement croissante

t
& -3¢ <In(0,02)-3

! —_
o . n(002)-3
-3
- i>|n['n(o’02)_3]
20 -3

3-In(0,02)
& 1>20xIn T

Donc & =}20x|n(wj ;+0{.

3-In(0,02)

Or 20xIn>— ~16,69 ; par conséquent, la taille de I’échantillon sera inférieure a

vingt individus au bout de 17 ans, selon ce modéle.
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