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fonctions

Préliminaire

1. Barycentre de deux points

1) Définition

Définition 1 : Soit A et B deux points et a et b deux réels dont la somme n’est pas nulle.

Alors, il existe un unique point G de I'espace tel que aGA+bGA =0.
Ce point G est le barycentre des points A et B affectés des coefficients a et b (on parle aussi
du barycentre du systeme de points pondérés {(A, a), (B, b)}.

En patrticulier, le barycentre de A et B affectés du méme coefficient non nul est le milieu de
[AB].

Le barycentre G de deux points distincts A et B appartient a la droite (AB).

- Si a et b sont de méme signe, G appartient au segment [AB].

- Si a et b sont de signes contraires, G est a I'extérieur du segment [AB].

2) Propriété fondamentale

Propriété 1 : Si G est le barycentre du systéeme de points pondérés {(A, a), (B, b)}
avec a + b # 0, alors, pour tout point M du plan, aMA+bMB =(a+b)MG.

En prenant M = A, on obtient : AG = b AB.
a+b

En prenant M = B, on obtient : BG = a BA.
a+b

2. Barycentre de trois points (et plus)

1) Définition

Définition 2_: Soit A, B, C trois points et a, b, c trois réels dont la somme est différente de 0.

Alors, il existe un unique point G de I'espace tel que aGA+bGA +c GC =0.
Ce point G est le barycentre des points A, B, C affectés des coefficients a, b et ¢ (on parle
aussi du barycentre du systeme de points pondérés {(A, a), (B, b), (C, c)}.

En patrticulier, on appelle isobarycentre de plusieurs points le barycentre de ces points
affectés du méme coefficient non nul.
L’isobarycentre de trois points A, b, C est le centre de gravité du triangle ABC.

2) Propriété fondamentale

Propriété 2 : Si G est le barycentre du systeme de pomts ponderes {(A a), (B, b), (C c)}
avec a+ b +c #0, alors, pour tout point M du plan, aMA +bMB +c MC = (a+b+c)MG




« Soit les points pondérés (A ; -1), (B ; 3) et (C ; 2) d’un plan P.
Onas=-1+3+2=4.Lasomme des coefficients est non nulle, donc ces points pondérés
ont un barycentre G.

Pour tout point M du plan P, on a: v(M) = ~MA + 3MB + 2MC = 4MG.
Cette relation permet de placer G.

En posant, par exemple, M= A, ona : AG = %(3A—B + 2A—C): %A—B +%E

SionprendM=B,ona: E& =—%§A+%§:.

SionprenszB,ona:C—G=—%a+%C—B.

 Soit les points pondérés (A ; -3), (B ; 1) et (C ; 2) de I'espace.
Onas=-3+1+2=0.Lasomme des coefficients est nulle, donc ces points pondérés n’ont
pas de barycentre.

Pour tout point M de I'espace, le vecteur v(M) = —3MA +MB + 2MC est constant.

En posant, par exemple M = A, ona v(M) = AB + 2AC.

3) Théoreme d’associativité (ou théoreme du baryce  ntre partiel)

Théoréme 1 : Soit trois points A, B, C ettroisréels a, betctelsquea+b +c#0.
Sia+b#0, le barycentre G du systéme est aussi le barycentre du systeme {(H, a + b),
(C, ¢)}, avec H le barycentre du systeme de points {(A, a), (B, b)}.

Ce théoréme s’étend dans le cas d’un plus grand nombre de points ; on peut toujours, dans
la recherche du barycentre de plusieurs points, remplacer deux (ou plus) de ces points par
leur barycentre partiel, affecté de la somme des coefficients des points remplacés, sous
réserve que cette somme soit non nulle.

(H;3),(C;-1)et(D; 1) ouH estle barycentre de {(A ; 1), (B ; 2)}.

4) Propriétés

Propriétés 3 :

1. Le barycentre ne change pas lorsqu’on multiplie les coefficients de chaque point par un
méme réel non nul.

2. Si A, B et C ont pour coordonnées (Xa; Ya; Za), (Xs ; Ys; Zs) €t (Xc; Yc; Zc) dans un repere

(O 1, ] R) de I'espace, alors les coordonnées du barycentre G des points pondérés (A, a),
(B,b)et(C,c),aveca+b+c#0,sont:
Xq = ax, +bxg +CX¢ Ve = ay, +byg +cyc t 7 = az, +bz; +cz. .

a+b+c a+b+c a+b+c

3. Le barycentre de trois points pondérés A, B et C non alignés appartient au plan (ABC).
4. Le barycentre de trois points pondérés A, B et C non alignés affectés de coefficients de
méme signe appartient a I'intérieur du triangle ABC.

Exercice : G
1) A




2) a) Comme Gy est le barycentre du systeme {(A, K*+1), (B, k), (C -k)}, alorson a:
(k2 +1)MA+kMB k MC = (K*>+1+k - k)MGk
En prenant M = A, on obtient : (k? +1) AGk =k AB-k AC =k (AB —AC) =k CB.

_ _kﬁ

Par conséquent, AG, = BC.
k*+1

—Ix(x*+1) - (-x)x2x _ x*-1
(XZ +1)2 (X2 +l)2

numérateur car (x> + 1) est toujours positif.

Orf‘(x) ssannuleenx=-1etx=1.

Donc :

b)ef'(x)= . Le signe de f ‘(x) dépend donc du

X
f'(x) +
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o 21
2

c) D'aprés le tableau de variation de la fonction f, on en déduit que lorsque x décrit

l'intervalle [-1 ; 1], f(x) décrit I'intervalle [ % %}

Par conséquent, lorsque k décrit I'intervalle [-1 ; 1], % kldecrltllntervalle[ ;%} ; C'est-a-
+
dire Gy décrit le segment [G_;G,]. Donc :

'ensemble des points G  quand k décrit I'intervalle [-1 ; 1] est le segmen  t[G_1G4].

3) D’aprés la propriété fondamentale,
2MA +MB-MC=2MG, et 2MA-MB+MC=2MG,,

Donc, 002 MA + MB - MCOO = 00 2 MA — MB + MCOO équivaut & Hz MGlu = Hz MG_1H, c'est-

a-dire & ‘

1 :‘ _||, ou encore MG_; = MG;.

Par conséquent, E est le plan médiateur du segment [G  1G4].

4) D'aprés le 3), 2 KA + KB - Mc = 2 MG, .

De plus, 2 MA — MB - MC = 2 /A + BM + CM = BA+CA = 2IA.
Donc 002 MA + MB - MCOO = 00 2 MA — MB + MCOO équivaut & ‘
dire MG, = |A.

= HZ U&H , C'est-a-

Par conséquent, F est la sphere de centre G ; et de rayon IA .



