LES NOMBRES COMPLEXES : EQUATIONS POLYNOMIALES

Cours Terminale maths expertes

Objectifs :

e Résoudre une équation polynomiale de degré 2 a coefficients réels.

¢ Résoudre une équation de degré 3 a coefficients réels dont une racine est
connue.

e Factoriser un polyndme dont une racine est connue.

1. Equations du second degré a coefficients réels
4 \
Soit I’équation (E) : az’ +bz+c=0, o0 a, b et c sont des nombres réels et a non
nul. Le discriminant de cette équation est le réel : A=b”—4ac.

*Si A>0, I’équation admet deux solutions réelles distinctes : z; =................. et
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On en déduit que z = O z = s

Exercice
Résoudre dans C les équations suivantes : a) z° +5=0 ;b) 2°+3z+4=0.

S
E corrigés en vidéo

Exercice B

Résoudre dans C les équations suivantes : a) 2z +3z-5=0 ;b) z°-3z+ S_ 0o ;
c) z°-4z+8=0.

Exercice §

Résoudre dans C les équations suivantes : a) z* +2z°-8=0 ;b)

Exercice ll

Z+1t=6 z+t=1 z+t=-5
Résoudre dans C les systémes suivants : 1) ; 2) ; 3)
zt=34 zt=2 zt=5

2. Equations polynomiales a coefficients réels

Une fonction polynéme (ou polynéme) P est une fonction de C dans C de la
forme

P(z)=a,+az+a,z’+..+a,z" ol a,, a,, a,, ..., a, sont |les coefficients réels
de P.

L’entier n est appelé le degré du polynéme P.

L’équation P(z)=0 est appelée équation polynomiale de degré n. Les solutions

Qe cette équation s’appellent les racines de P. /

Un polyndme est le polyndme nul, si et seulement si, tous ses coefficients sont

C. Lainé


https://www.youtube.com/watch?v=KCnorHy5FE4&feature=youtu.be

\

Soit un polynéme P définie par P(z):z" —a" ou n est un entier supérieur ou égal
az2.
Alors il existe un polynome Q de degré ......... tel que P(2)=(.ccccornnue )Q(2).

Démonstration : - Sia = 0 : c’est évident.
-Sia=1:onobtient z(z" 1 +z" 2+ 2" 3+ b2+ 1) =2"+ 2"+ 2V 2 4+ 22 4 2

1" 4+ 2" 242" 3 bz + D) =20+ 2" 2 4 2" B b2+ 1
En soustrayant membre a membre,ona: (z—1)(z" 1+ z"2+z"3 4. +z4+1)=2" -1
- Si a # 0 quelconque : on remplace z par z/a dans I'égalité ci-dessus :

7 Zn—l Zn—2 Zn—3 7 AL

(E_ 1)<an‘1+a”‘2 +a"‘3 +"'+E+ 1> :ﬁ_l
En multipliant chague membre par a™,on obtient :
z-—a)(EZ" ' +az" 2+ a’z" 3+ +av2z+a" ) =2z" — "

Il existe donc un polyndme Q(z) = z" ' + az™ 2 + a?z" 3 + -+ a" %z + a" ! de degré
n—1, tel que P(z) = (z — a)Q(2).

Exercice

Pour chacun des polynémes a coefficients complexes suivants :
* les écrire sous la forme z" —4" avec aeC et neIN’

* puis les factoriser par z—a.

1) P(2)=2"+1;2) P(2)=2"-8;3) P(2)=2°+/;4) P(2)=2"+8/ ;5) P(2)=2"-32i.

( )

Soit un polyndme P de degré n. Si a est une racine complexe de P, alors il existe

un polyndéme Q de degré ......... tel que P(z)=(..ccccormnne )Q(2).

Donc: P(z) = ag + a1z + ayz% + -+ a,z" — P(a)

=ag+ a;z+ ayz?>+ -+ a,z" —ay — a;a — a,a® — - — aya®

=aq;(z—a) +ay(z2—a?®)+ -+ a,(z"—a")
Or, pour tout k compris entre 1 et n, il existe un polynéme Q,_, de degré k — 1, tel que :
zF—a* = (z = @) Q-1 (2).

Par suite : P(z) = a1(z—a)Qy(2) + a,(z — a)Q1(2) + -+ ap(z — a)Qp_1(2)
=(z—-a)(a1Q0(2) + a3Q,(2) + - + anQn-1(2))

Il existe donc un polynéme Q de degré n — 1, tel que : P(z) = (z — a)Q(2).
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Exercice f§
Factoriser dans C le polyndme P(z)=2°+2*+4z+4.

e
E corrigé en vidéo

Exercice
Résoudre dans C I'équation z° + z° =3z +1=0.

e
E corrigé en vidéo

deux a deux distinctes du polyndme P.

Alors il existe un polyndme Q, tel que : P(2) = (z — a1)0Q1(2).

Or, 0 =P(ay) = (a; —a1)0Q1(ay) et ay, — a; # 0. Donc Q4 (a;) = 0.
Ainsi, il existe un polynéme Q, tel que : Q1(2) = (z — a3)Q,(2).
Etdonc: P(z) = (z— a;)(z — @,)Q,(2).

En continuant ainsi avec des polyndomes Qs, Q4, ... @5, On obtient :

P2)=z—-—a)(z—ay)(z—a3) .. (z - ap)Qp(z).
On en déduit que le polyndme P est de degré p + degré(Q,) = p.

Exercice f§
Pour tout nombre complexe z, on note P(z)=2z°-32z%+9z+13.

1) Vérifier qu'il existe un entier « appartenanta {-2; —1;0; 1; 2} tel que P(«)=0.
2) Déterminer les réels a, b et ¢ tels que P(z)=(z- a)(a22 +bz+ c) :

3) Résoudre dans C I'équation P(z)=0.

Exercice §
Pour tout nombre complexe z, on note P(z)=z*-22° +32* -2z +2.

1) Calculer P(i).
2) Résoudre dans C I'équation P(z)=0.
3) Déterminer la forme exponentielle des solutions.

Exercice

Pour tout nombre complexe z, on note P(z)=4z* +44/32% +72% + 332+ 3.

1) Démontrer qu'il existe un polynéme Q tel que pour tout complexe z, P(z)= (4z2 +3)Q(z)
2) Résoudre dans C I'équation P(z)=0.
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https://www.youtube.com/watch?v=1Y-JtI6nNXU&feature=youtu.be
https://www.youtube.com/watch?v=KqghKmQ9gOk&feature=youtu.be

