LIMITES DE FONCTIONS

Objectifs :

e Déterminer les limites des fonctions de référence (carré, cube, racine
carrée, inverse, exponentielle).
e Déterminer une limite d’une fonction.

1. Limite finie d’une fonction a I'infini

~

On dit que la fonction f admet pour limite ! en +oo lorsque f(x) se rapproche de

[ dés que x est suffisamment grand.
Onnote: lim f(x)=10.

On dit alors que la droite d’équation y =/ est une asymptote horizontale a €, en

ﬁ limite finie d’'une fonction a l'infini

Les valeurs f (x) se resserrent autour de 2 des que x est suffisamment grand.
On en déduit que lim f(x)=2.
X—>+00
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D’ou la droite d’équation y =2 est une asymptote horizontale a €r en +o
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https://www.youtube.com/watch?time_continue=505&v=lWzd5cmcfhI&feature=emb_logo

~

On dit que la fonction f admet pour limite [ en —o lorsque f(x) se rapproche de

[ dés que x est suffisamment grand en valeur absolue.
On note: lim f(x)=0.

X ——a0

On dit alors que la droite d’équation y = ! est une asymptote horizontale & €, en
\__ J

lim 1:0 : |imi2:o . lim ln:O pour tout entier # de IN'.

X 40 x X—>+a0 x X—>+w0 x

limJ1-0 . lim 12:0 : Iimin:O pour tout entier # de IN".

K- K x>0 X0 X
. 1 )

lim—=0; lime*=0

X—+0 ﬂx X—»—o

J

2. Limite infinie d’une fonction a l'infini

~

On dit que la fonction f admet pour limite +o en +co lorsque f(x)est aussi grand

que ’on veut pourvu que x soit suffisamment grand.
On note : lim f(x)=+w.

J

i  limite infinie d'une fonction a linfini

En effet, les valeurs de la fonction deviennent aussi grandes que I'on souhaite dés que x est
suffisamment grand.

x suffisamment grand

9= — = = = =

lim f (x)=+o.
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https://www.youtube.com/watch?v=QakM2U7rte4&feature=emb_logo

e Limites et monotonie ne sont, en général, pas liées.

70]

60

Ona: lim f (x) =+o0 . Pourtant cette fonction n'est pas croissante.

X—>+0

~

Soit # un entier naturel non nul, lim x" =+ et lim x" =
X —»+a0

X—»—o0

+o0 Si # estimpair
—oo si # estimpair
Sia>0,

Sia<0,

im (ax +b) =+ et Jirp (ax+b)=—o

xI—>+m
lim (ax+b)=-wet lim(ax+b)=+wo
X —»+o0 X -0

lim+vx =40, lime* =+
—>+0

\ - /

3. Limite d’une fonction en un réel a

~

On dit que f a pour limite +c en a lorsque f(x)est aussi grand que I’on veut

pourvu que x soit suffisamment proche de a.
On note : lim f(x) = +o.
X—>a

On dit alors que la droite d’équation X =a est une asymptote verticale de €, .

N\

ﬁ limite d’une fonction en un réel 4

J
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https://www.youtube.com/watch?v=Own2L14su28&feature=emb_logo
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Exemple : Soit la fonction f définie sur |- ; O[ L]0 ; +oo[ par f(x)==
X
4_
.| On obtient :
| lim f (x) =+e0 et lim f (x) = —o0
x>0 x<0
T = R [ S S s E RS F R On parle de limite a gauche de 0
| et de limite a droite de 0.
N
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¢ Soit # un entier naturel non nul ;

. e 1
- si n est pair, lim—- =+
x>0 x

. : o1 .1
- si n est impair, lim—_ =+ et lim—-=—ow
X0 x x—0
x>0 x<0

.1
¢ lim— =4

\i?&’ Jx /

Exercice @ : Soit la fonction f définie sur |- ;—4[U]-4 ;5[ U]5; + | etreprésentée

graphiquement par la courbe ci-dessous.

Déterminer les limites suivantes : JLrpw f(x); J24 f(x); x||_24 f(x); !‘ILE f(x); L'L?s f(x) et

lim £ (x).

X—>+0

(5] corrigé en vidéo

4. Opérations sur les limites

Soit f et g admettant chacune une limite, finie ou non, quand x tend vers a.

Dans ces énoncés, 4 peut étre remplacé par + ou —o, mais ! et ' sont des réels.
Lorsqu’il n’y a pas de théoréme général permettant de conclure et qu’il faut utiliser d’autres
démarches, on dit qu’on a une forme indéterminée, souvent notée F.I.

Ces cas nécessiteront une étude particuliere chaque fois qu’ils se présenteront.
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https://www.youtube.com/watch?v=9nEJCL3s2eU&feature=youtu.be

1) Limite de lasomme f + gdes fonctions f et g

J(i_rnz f (x ) = ) 400 —0 40 —0 40

Si :
lim g(x)= z 2 4 +o0 —o0 —0
alors LiLnﬂ(f(x)+g(x)): D+l +00 —0 +o0 —0 F.l.

""""""" X —>+0

. . . 2
Exemple : Déterminer lim («/?—7)

Ona f=g+h avec g(x)=+x et h(x):—%.
X

X—>+00 X—>+0 xz X—>+00

. .2 . 2 -
Or lim Jx =+ et lim = =0, donc lim [\/;——2]= +o00 (par somme de limites).
X

2) Limite du produit f x g des fonctions f et g

Il faut penser a appliquer la régle de signe d’'un produit, qui s’applique aux limites « infinies ».

lim f () = 0 [>0 [>0 )<0 )<0 o0
Si
liml g (x) = P! +00 —0 +00 —0 +00
alors Jci_rg(f (x)xg(x))z 00 +00 —0 —0 +00 +o0
mie= | e | = | o
Si _
J{'Lna g (x) = —0 —00 +00 QU —00
alors Li_rg(f(x)xg(x))z —0 +00 F.l.

Ona f=gxh avec g(x)=x+2 et h(x)=\/§.
Or lim(x+2)=2 et I‘ing\/zzo, donc Iing(x+2)\/;=0 (par produit de limites).

x>0

o Déterminer lim x(l—x).

X —>+0

Ona f=gxh avec g(x)=x et h(x)=1-x.

Or lim x =+ et lim 1-x=-w donc lim x(1-x)=—o0 (par produit de limites)

X—>+0 X—>+0 x—>+e0
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3) Limite du quotient ;—des fonctions f et g

lim f (x)= ) ) oo oo — A
X—a —Q0
Si
lim g (x) = b Il AN I'<0 I'>0 F<o |T2OM
—00 —Qo0
[ f(x)) )
alors| lim| —— |= = 0 +0 —o0 +00 —o0 F.l.
X—a g(x) Q'
e Cas oulalimite de g estnulle:
lim f(x)="1 >0 ou+wo | L>00u+o | l<0ou-n|!<0 ou—» 0
Si
lim g(x)= O enrestant | 0 enrestant | 0 en restant | O en restant 0
x—>a positive négative positive négative
(%)
alors | lim| —=|= +00 —0 —0 +00 F.l.
X—a g(X)

x>0

Ona: f=% avec g(x)=x-2eth(x)=+x.

x—=0
x>0 x>0 x>0

Or I/in?)(x—z) =-2 et Iingﬁz 0 (en restant positive), donc lim (x_ ZJ =—00.

3x+1

Exercice @ : Soit la fonction f définie sur -0 ; 2[ U2 ; +oo[ par f(x)

Montrer que la droite d’équation y = -3 est asymptote horizontale a la courbe €, .

B corigé en vidéo

2x
x—4

Exercice ® : Soit la fonction f définie sur |- ; 4[U]4; +oo] par f (x)=
Montrer que la droite d’équation x =4 est asymptote verticale a la courbe €, .

B corrigé en vidéo
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https://www.youtube.com/watch?v=0LDGK-QkL80&feature=youtu.be
https://www.youtube.com/watch?v=pXDhrx-nMto&feature=youtu.be

5. Limite d’une fonction composée

= Méthode pour déterminer la limite d’une fonction composée

1t

Déterminer lim e ~ .
X—>—00

lim l:0 ;dou lim [ —Ejzl (par somme de limites)

X—o—0 K X—>—%0

=

T -
Par suite, lime ¥ =lime® =¢ =¢.
X1

X—>—0

(5] corrigé en vidéo
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https://www.youtube.com/watch?v=f5i_u8XVMfc&feature=youtu.be

